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Célculo I. Examen 1

Ejercicio 1 (3 puntos). Teorema (de los ceros) de Bolzano. Enunciado y demostra-
cién.
Sean a,b € Rcona <by f:[a,b] — R continua verificando que

fla)f(b) <0 (f(a)y f(b) tienen distinto signo)

Entonces, Jc €]a, b] tal que f(c) =0

Demostracion. Supongamos que f(a) < 0 < f(b). Definimos el conjunto C' como
sigue:

C={zelab : f(z)<0}

Es facil ver que C' es un conjunto de numeros reales no vacio y mayorado. Sea
¢ = sup C. Es claro que ¢ € [a, b]. Entonces, existe una sucesién {z,,} de elementos
de C' convergente a ¢ y por continuidad de f en ¢ entonces {f(x,)} — f(c). Dado
que

f(z,) <0, Vn € N

entonces f(c) < 0. En particular, deducimos que ¢ # by ¢ < b, por lo que ¢ € ]a, b].
Sea {z,} = {c+ £=<}. Es claro que
Zn € la,bly 2, ¢ C, ¥Yn € N

y por tanto ha de ser
f(z2) 20, VneN

Evidentemente, {z,} — ¢y usando que f es continua en ¢ y lo anterior dedu-
cimos que
{f(zn)} — flc) 20
y por tanto ha de ser f(c) = 0.

Si fuera f(b) < 0 < f(a), podemos razonar igual que antes o aplicar lo que
acabamos de obtener a la funcién —f (f es continua si y sélo si lo es —f). O

Ejercicio 2 (2 puntos). Un tren hace el recorrido Madrid-Zaragoza un dia entre las
10 y las 12. Al dia siguiente, dicho tren hace el mismo recorrido en direccién con-
traria y con el mismo horario.Prueba que existe una determinada hora del segundo
dia a la que el tren se encuentra exactamente a la misma distancia de Madrid que
el primer dia a esa misma hora.

Sea f:[10,12] — R la funcién que el primer dia mide la “distancia a Madrid”
en cada instante:

f(z) = “distancia a Madrid” a la hora z , Yz € [10, 12]
= f continua en [10, 12]
- £(10)=0

» f(12) = D (distancia Madrid-Zaragoza, positiva)
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Del mismo modo, g : [10,12] — R es la funcién “distancia a Madrid” en cada
instante del segundo dia

» ¢ continua en [10, 12]
= g(12) =0

Consideramos la funcién b : [10,12] — R dada por h(z) = f(z) — g(x) Vo €
[10,12]. Tenemos que h continua en [10,12]. Adem4s:

» h(10) = f(10) — g(10) = —D.
» h(12) = f(12) — g(12) = D.
Por tanto, h(10) - h(12) = —D? < 0. Por el Teorema (de los ceros) de Bolzano:
Jdx €]10, 12[: h(c) = 0 esto es:
0=h(c) = f(c) —g(c) = f(c) = g(c)
La hora buscada es ¢ €]10, 12[.

Ejercicio 3 (3 puntos). Estudia la convergencia de las siguientes sucesiones y calcula
su limite (si existe):

1 1 1 1
lLapy=—4r|—=+—"—o+..+—
\/ﬁ(ﬁ V2 \/ﬁ>
Defino z,, = dn donde a,, L -

1
=—=+—+.+—
bn VIoV2 v

aplicar Stolz)

y b, =+/n /" +00 (puedo

Criterio de Stolz: (b, /' 4+00)

. Qpny1 — Aap (079
Si ——— — L= — — L
' bn—i—l_bn bn

1
e Tt :\/n—|—1+\/ﬁ:1+ [ n 5
b1 —bn  Vn+1—4/n vn+1 n+1

Luego z,, = Z—n — 2

n

vn!
2.z, = =
n

vn! . ! n!
T: ﬁ: \/ Qp, donde an:ﬁ

Criterio del cociente para sucesiones: (a, >0 Vn € N)

. Ont1
Si —
an

— L= p/a, — L
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Uit m+1)!-n" (17 n \" n \"
—= = = :Z"
an (n+1)"*tt.-nl (n41) \n+1 n+1 "
dond A
onde y, =n, z, =
Y n+1

< Criterio “exponencial”: (z, — 1) >

2 — el =y, (2, - 1) — L

n -n n \"
n n_l = —-1) = — -1 = — -1
Yn(= ) n(n—i—l > n+1 (n+1) ‘

, Anyl _ _
Asi, — el =1z, = a, — e !
n

3. (Dada por recurrencia) z; = 11, z,,41 = 2[/5+ 2, — 1], Vn € N

Probaremos que z,, es decreciente y minorada por 4.
(Por induccién, 4 < x,11 <z, Vn € N)

s n=1 jd<za<m?<4<6<11l Si

= Supuesto que paraunn € N, 4 < z,1 < z,, (hip. de ind.)

=4 (f) Tn42 é) Tpy1?

(2) Tny2 =2[V5 + T — 1] <2V + 20 — 1] = Tnya
(1) Tpyo =25+ anp1 — 1] >2[Vb+4—-1] =4

Luego x,, es decreciente y minorada (por 4) = converge.
Sea L = lim{z,} = {x,11} — L (parcial)

(unicidad

del lim)

— e L =95+ L1

T4l — L

2[5 ¥ 2, — 1] — 2[5+ L — 1]

L=4

e 2 _
L7 =16 — { =<7 (4 es minorante)

Ejercicio 4 (3 puntos). Estudia la convergencia de las series:

LY (Vatl-va)’

n=1

Defino X = 35 (VT = Va)* dondean = (Vi 1= vi)* = (g )

Aplicaremos comparacién (limite) con la serie £ = 3" by, con b, = =
n>1 n=1
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2 2
. 1 1
n _ (L) . (_> _lege
b, vVn+1++/n 2 4
Luego >’ a, converge <= > b, , pero »_ b, no converge (Serie de Riemann,
n=>1 n=1 n=1

a=1).

Por tanto ) a, no converge.
n=1

n! n!
Defino > a, = Z—n,conan:ﬁVneN

n>1 n=1

Aplicamos el criterio de la raiz y obtenemos, segin se ha visto en el ejercicio

anterior (Ejercicio 3.2), que {/a,, — e\

Por tanto, {/a, — e ' =1 <1 = 3 a, converge.

e
n=1

cos®*(n? + Tn — 10)
. n=1 n2
3(n? 4+ Tn — 10
DeﬁnoZanzzcos (n*+Tn )

n>1 n>1 n?
(Términos sin restriccién de signo)

3(n? +Tn — 10
, donde an:COS (n —|—2n )
n

JHay convergencia absoluta? (g} > Jan| converge?)

n>1

Por el criterio de comparacion:

0] cos®*(n? + Tn — 10) ‘ 1
an| =

n

n2
1

E b, = E — converge = E |a,| converge

n>1 n>1 1" (Riemann, a=2) n>1

Asi tenemos convergencia absoluta

(crit. conv. abs.)
g |a,| converge — g a, converge

n>1 n>1



